INTRODUZIONE Al NUMERI COMPLESSI

Piano complesso (C) e funzione" punto" .
definizione
a=3+2i Re(a)=3 Im(a)=2
rappresentazione del numero a:

a1

a < o

X
punto(a) =(3,2)
Addizione e opposizione. Traslazioni.

(x+yi)+(x +yi)
(x+yi)+(X+yi)=x+x+iy+iy
(x+yi)+(x+yi)=x+x+i(y+y)

rappresentazione dellasomma a+ b :
a=3+2i b=4+7i

a1

1
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X

S ritrova la "regola del parallelogramma” per I'addizione
fra vettori .



L'opposto di un numero complesso z € definito come il numero - z, ossia quel
numero complesso che sommato a z da zero.

rappresentazione dell’ opposto di a:
a=3+2i

a1

a <

X

Il numeroa+ b edetto traslato di a con spostamento b . Il processo

chaportada a ad a+ b edetto trasdazione di spostamento b
Ortogonalita e moltiplicazione. Rotodilatazioni.

Si dice ortogonal e antiorario (in breve semplicemente "ortogonal€") di un numero x + i

il numero -y + xi indicato con ort(x +yi) oppure (X + yi)L :

rappresentazionedi a = X + yi e del suo ortogonale antiorario :
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Moltiplicarex +yi per X' +y'i significaesprimerelecoordinatex ey di  x+yi
(moltiplicatore), relative ale unita l ei, tramiteil numero x'+y'i (moltiplicando) eil suo
ortogonale.

Quindi:  (x +yi)(X' +yi) = (x L+y 1) (X+ Y1) =x(X +yi) +y(x' +yi) -
=xX'+xy'i+y(-y' +X1) =xx" -yy' + xy'i +yx'i = (xx' - yy') + (xy' + X'y)i



rappresentazione del prodotto ab :
a=2+3i
b =3+1i

10

10

12

10

[e¢]

0
y
2

& 2 7

X

la moltiplicazione per X'+Vy'i rotodilata x+yi con una
trasformazione che e detta rotodilatazione che porta 1 in
X'+Y'i

|a rotodilatazione corrisponde ad un cambiamento dal
sistema di riferimento costituito dai numeri 1 e i aquello
costituito da x'+y'i edal suo ortogonale.




Alcuni cas particolari della moltiplicazione

guando si moltiplica un numero complesso per uno reale s
ritrova la regola di moltiplicazione di un vettore per uno

scalare (provare a porre b reale e constatare tale fatto) .
prodotto ab, con breae:
a=5
b =3+2i

10

o]

o< n

X 10 15

guando s moltiplica un numero complesso z per I'unita

Immaginaria i d ottieneil numero i z ortogonale di z
rappresentazionedi z edel suo ortogonae iz :
z =5+3i
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X

L'opposto dell'ortogonale di un numero complesso z
coincide con |'ortogonale dell'opposto di z e viene detto

antiortogonale di z.
rappresentazione di z edel suo antiortogonale -1z :

)]




commutativita
(x+yiXx+yi)
(x+yi)xX+yi)=xxX+ixy+ixy+i’yy
(x+yi)X+yi)=-yy+xx+ixy+ixy
(x+yi)x+yi)=-yy+xx+i(xy+xy)
(x+yi)x+yi)
(X+yi)x+yi)=xxX+ixXy+ixy +i’yy
(X +yiXx+yi)=-yy+xx+ixy+ixy
(x+y idx+yi)=-yy+xx+i(xy+xy)
associativita
p,=(x+yilx+yi](x" +y"i)
p,= XX X" - X"yy - Xyy"- XYY +i(XX"y+xx"y+xxy"-yyy")
p,=(x+yiX[x+yi]x"+y"i])
p,=XX'X"-X"yy-Xxyy"- XYY +i(XX"y+x X"y +xxy" - yyy")
Coniugazione e modulo.
definizione del coniugato di un numero
con(3+2i)
con(3+2i) = 3- 2i

rappresentazione del coniugato con(a) :
a=3+2i
10
0
y
X 10
proprieta

la coniugazione e un operatore di tipo "switch" (involutorio) :
con( con|3+2i |)
con(con|3+2i [) =3+2i
In generale
con(con| x +yi |)
con(con| x +yi[)=con(x-iy)
con(con[ x+yi[)=x+iy



la coniugazione commuta con |'opposi zione (opposi zione=cambiamento di segno):
con(-[3+2i ])
con(-[3+2i[)= - 3+2i
- con(3+2i)
- con(3+2i) = - 3+2i
in generale
con(-| x+yi])
con(-[x+yi])=con(- x-iy)
con(-[x+yi[)=-x+iy
- con(x+yi)
-con(x+yi)=-(x-iy)
-con(x+yi)=-x+iy
L'opposto del coniugato di un numero complesso z (che, come
visto, coincide con il coniugato dell' opposto) viene detto

anticoniugato di z.
rappresentazione dell' anticoniugato - con(a) :
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la coniugazione € distributiva rispetto all'addizione :
con(a+b)
con(a)+ con(b)
in generale
con( x +yi [+[x' +y'i])
con( x+yi [+ x' +y'i[)=con(x+x +iy+iy')
con( x +yi [+[x' +y'i[)=con(x+x +i|y+y'])
con([x+yi|+[x+yi]=-i(y+y)+x+x
con([ x+yi [+ x +yi)=x+x-iy-iy
con(x+yi)+con(x +y'i)
con(x+yi)+con(x' +yi)=(x-iy)+(x'-iy)
con(x+yi)+con(x' +y'i)=x+x-iy-iy
la coniugazione é distributiva rispetto alla moltiplicazione :
con(ab)
con(a)con(b)



in generale
con([x+yi]x+yi]
con([x+yi|x+yi)=con(xx+ixy+ixy-yy)
con([x+yi]x+yi])=con(xx+i[xy+xy|-yy)
con([x+yi]x+yi)=con(xx-yy+i[xy+xy ]
con([x+yi|x+yi)=-i(Xy+xy)+xx-yy
con([x+yi|x+yi)=xx-ixy-ixy-yy
con(x+yi)con(x +y'i)
con(x+yi)con(x +y'i)=(x-iyXx-iy)
con(x+yi)con(xX +y'i)=xx-ixy-ixy-yy
il prodotto di un numero complesso per il suo coniugato ereale ...
a=3+2i
acon(a)=13
... ed € non negativo
(x+yi)con(x+yi)
(x+yi)eon(x+yi)=(x+yi)Xx-iy)
(x+yi)eon(x+yi)=x>+y?
...equindi s annullasolo quando a énullo.

rappresentazione del prodotto di a per il suo coniugato con(a) :
a=3+2i
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larotodilatazione che porta 1 in aportail coniugato di a sull'asse reale dalla parte
positiva (0 meglio non negativa) mal'effetto di dilatazione, se c'é, aumentala
distanza dallo zero. Tale effetto ce seadistadaO piu di quanto ne dista 1.

| mportante conseguenza :
un numero complesso a dista 1 dall'origine O quando la
rotodilatazione che porta 1 in a porta anche con(a) in 1 (e quindi
applicata due volte porta con(a) ina. Intal caso la
rotodilatazione non ha effetto dilatativo ed e detta rotazione el
numero a e detto unitario. Pertanto unnumeroa= x+ yi e
unitarioquando con(a)a =1




(x-yifx+yi)=1
x2+y2=1
modulo e normalizzazione

Un numero complesso a diverso da 0 e esprimibile come multiplo di un numero
unitario, detto versoredi a, vers(@) . Quindi esiste un numero positivo r tale che:

a=rvers(d). Talenumeror e detto modulo del numero complesso a. Esso s
indica simbolicamente con lanotazione |a| . Infatti coincide col valore assoluto di
a quando a € un numero reale.

a=x+yi

vers(a) = %

vers(a) = 2 +ri y

A=A/

o a - .
[ numero (unitario) vers(@) = m , definito se at 0, e detto anche

normalizzato da a



rappresentazionedi a e del suo normalizzato vers(a) =a/|al :
a=2+2i

-2 X

rappresentazione di a/|a| moltiplicato per il proprio coniugato :
a=2+2i

-2 -1

X

L'insieme dei numeri normalizzati € detta circonferenza
unitaria (o goniometrica) ; | numeri di tale circonferenza
unitaria sono detti ( oltre che unitari ) goniometrici :

a=2+3i b=3+2i




simmetrico di un numero complesso
Il ssmmetrico di un numerocomplesso z =x +yi éeil numero complesso y
+ X1, 0ssiaquello con parte reale eimmaginaria scambiate rispetto aquelledi z.
L"antismmetrico di z el'opposto del ssmmetrico di z .

Simmetrico e antisimmetrico sono ottenibili da z tramite gli operatori, gia
introdotti di coniugazione, di ortogonalita e di opposizione.

simmetrico
con(x +yi)i
con(x+yi)i =(x-iy)i
con(x+yi)i=ix+y
con(x+yi)i=y+ix
rappresentazione del smmetricodi a :

10
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antismmetrico
con( x+yi i)
con([ x+yili)=con(ix-y)
con([ x+yili)=con(- y+ix)
con([ x+yili)=-ix-y
rappresentazione dell’ antismmetrico di a :

a1

a <




L' ottagono associato ad un numero complesso z

Ad un generico numero complesso z restano, per quanto
Visto, associati i seguenti punti : opposto, coniugato e
anticoniugato, ortogonale e antiortogonale, ssimmetrico e
antissmmetrico . Insieme con il numero stesso

costituiscono un ottagono (in genere non regolare) .
rappresentazione di z ede sette punti ad esso associati :

a1
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Tutti questi punti hanno lo stesso modulo, Essi hanno in
comune la stessa distanza dall'origine degli assi 0 = O+0i.
Pertanto il modulodi z esprimela distanza di z dalla
origine degli assi .

Teorema di Pitagora
Laformulacheesprimeil modulo:
x+yil

X +yi|=A/ x2+y?
|x+yi|2: ,,/x2+y22

|x+ i y|2 = x2+y2
inter pretatain termini di cateti ed ipotenusa, esprimeil noto teorema di
Pitagora sui triangoli rettangoli .




Moltiplicazione, numeri unitari, distanza, angoli.
grafici

rappresentazione di a, di |a| edi a/|a|(normalizzato di a) :
a=2+3i

rappresentazione di :
a,b,ab,vers(a), , , vers(a) ver s(b)
(quest' ultimo raffigurato con la crocetta) :
a=3+2i
= - 2+3i
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notiamo come il versore di ab coincide col prodotto del versore di a per

il versoredi b
infatti :
ab
lab|
ab _ - 12+5i
lab| |- 12+5i]
ab _ - 12+5i
|ab| 13
ab

3ol



_ 3+21 - 2+3i
ldlb| B+2il|- 2+3i

=1(3+2iX- 2+3i)

|a|| l— 1( 12+5i)

anzi, basta osservare che il modulo del prodotto coincide col prodotto

del moduli :
|ab| =|al[b
[abl
lab|=13
[a]o|
la|b| =13
ab|
[ab|=|a]b]
ingenerale:

x+yilx+yil=[x+iyXx+iy)

Quindi : per cacolare ab s pud scrivere ab = | |a||b|

E | [b]
cosicche si calcolaprimail prodotto dei due normalizzati (che sono
unitari, ossia hanno modulo 1) e poi s moltiplicail risultato per il
numero (reale) prodotto del modulo di aper il modulodi b. Tutto s
riduce quindi ad analizzare come agisce geometricamente la
moltiplicazione di due numeri unitari, ossia ad analizzare la
moltiplicazione sulla circonferenza unitaria.

Equazione della cir conferenza unitaria

in C assume una forma molto compatta

|2|=
rspetto alle coordinate X, vy :
Z=X+VYi
|2|=
x+yil=1
/X2+y2 -
X2+ y2 -1

Equazione della circonferenza di raggio r centratanell'origine
in C assume una forma molto compatta

2=
rispetto alle coordinate X, vy :
Z=X+VYyi
2| =

x+yil=r



A XPHyE =

x2+y2=r2
r=3

AT
/ \

0 {
\ ]

y N L
X

Circonferenza centratain z ediraggio r
el'inseme dei numeri Z' tali che:
lz- z|=r
x- x+iy-iy|=r
x- x+i(y-y)=r
- x+(y- y)il=T
NOx- X P+(y-y P =r

(x- xP+(y-y)y=r?

z=1+3i r=4
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Distanza fra due numeri compless (o punti del piano)
Prendiamo, oltrea z =x+yi, anche Z =x"+Vy'i :
Z=xX+yi
Si definisce distanzafra z e z' il numero reale (non negativo) :

2- 2|=4(x- xP+(y- y')




rappresentazionedi z,z ,z- 7,
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Z =2+4i Z =5+3i

Forma generale dei numeri unitari
Sia u un numero unitario :

u=x+yi
Jul=1
deduciamo :
x°+y?=1
si hanno le due possibilita seguenti
y =0
x?+y?=1
x?=1
x=1 =-1
intal caso: intal caso:
u=x+yi u=x+yi
u=1 u=-1

otteniamo quindi i due numeri unitari (reali) opposti 1 e - 1:




y*to
IN questo caso poniamo :
X
y
X=1ty
e otteniamo :
X2+ y2=1
(tyP+y*=1
t2y2+ y2 -1
(tP+1)y?=1
y?=—1

t2+1

t=

1
t°+1
IN questo caso :
Uu=x+yi
u=ty+iy

uzij [+, /=Lt
t?+1 t?+1
= 1
t?+1

y:

In questo caso :
u=x+yi
u=ty+iy

u=-i 1 . 1 ¢
t?+1 t?+1

otteniamo, a variaredi t, tutti gli altri punti unitari

possiamo anche procedere attribuendo ad x tutti i valori fra - 1 e 1 ericavare
lay :

y =a/- x°+1 y=-a-x°+1

animazione a variaredi x:

Pertanto, un numero unitario u e definito daun numero Xx compreso
fra-leledunsegnos(+10 -1),chese x non coincide con uno
degli estremi - 101, indicail segno dell'ordinatadi u:



Xx=-04 s=1

Se u € unitario, possiamo considerarlo come numero complesso che
caratterizza I'angolo formato dal semiasse positivo dell'asse delle
ascisse e lasemiretta Ou (ossia quella che parte dall'origine e passa per
u). E' per questa associazione che la circonferenza unitaria € detta
goniometrica.

Se u=x+yi, chiamiamo x coseno di u e chiamiamo

y seno di u.

In seguito andremo ad associare ad ogni numero unitario U un nUMero
che esprime lalunghezza dell’ arco di circonferenza descritto in senso
antiorarioecompresofra 1=1+0i e u stesso. Talenumero,
indicato, ad esempio, con laletteragreca g (theta), compresofra O e 2
p (O£q <2p),verachiamato argomento di u (eanchedi ogni
numero complesso il cui normalizzato sia u) . Ma, dal momento che
tale concetto coinvolge la delicata questione del calcolo dellamisura
dellalunghezza di un ente che non e rettilineo (un arco di circonferenza)
, tale trattazione richiede attenzione specifica da dedicare a parte .

Indicando con arg(z) I'argomento del numero complesso non nullo z,
abbiamo quindi : arg(z) = arg( |—§|) .
Solitamente seno e coseno sono considerati come dipendenti dall' argomento g
(quindi come funzioni di unavariabilereale) , e non come semplici funzioni di un
numero unitario ( per cui s riduconoa Re e Im). Quindi :
s z10eq=ag(2),sha: cos(q) :Re(é) e sin(g) = Im(é).

z

Pertanto :
|z|

=cos(q) +i sin(q) , ovvero: z=|z| (cos(q) +isin(g)).



Moltiplicazione per un numero unitario
Esaminiamo la moltiplicazione di un generico numero z (unitario o non) per un
numero unitario, individuando tale secondo numero tramite ascissa(fra- 1 el)
esegno s= +1,-1):
punti u (unitario) , z,

Z=2+2i x =04 s=1

Notiamo che:
il modulodi z restainvariato dopo la moltiplicazione per in numero
unitario u . Infatti :

|u| =1
|z ul
|z ul=|ul]
2u]=I4
se z e nullo, anche zu enullo:
z=0
zu
zu=0
ladistanzafradue punti z e z' coincide con quellafrai corrispondenti
ottenuti tramite moltiplicazione per u :
lzu- z |
lzu- zul=[z- )4
|z u-=z u| =|z - z‘|u|
|zu- z u|=|z- z'|
pertanto latrasformazione che porta z in zu lasciafissal'origine 0

e conservale distanze, ossia viene naturale chiamarla rotazione
intorno all'origine.

Angoli
Definiamo angolo orientato una rotazione intorno
all'origine.
[l "ruotato” di 1 € u stesso.



Esistono tante rotazioni quanti sono i punti unitari, ossiaad ogni punto
unitario ne corrisponde una, e a due punti unitari distinti corrispondono
rotazioni distinte .

ai e -i corrispondono rispettivamente le giaviste ortogonalita e
antiortogonalita .Esse corrispondono ad un angolo (non orientato) retto e
pOSSONOo essere denominate angolo (orientato) retto antiorario

(ortogonalitd) ed angolo (orientato) retto antiorario (antiortogonalita) .

ad u =1 corrisponde larotazione nulla (angolo nullo), ossia quella che non
spostanessun z.

ad u=-1 corrisponde lagiavista opposizione, che possiamo vedere come
rotazione di un intero semipiano (angolo piatto).

Si possono ritrovare nell'ottagono associato a u gli usuali concetti di angolo
complementare (associato al ssimmetrico di u), supplementare (associato allo
antismmetrico di u), esplementare (associato a coniugato di u) , ognuno di
riferito al'angolo di partenza (associato ad u) .

In definitiva, nel contesto in cui ci troviamo, € conveniente non dare per
preconosciuto il concetto di angolo (non orientato) , bensi , dopo aver
definito (come abbiamo fatto) il concetto di angolo orientato, definire un
angolo non orientato come un insieme di due angoli orientati associati a
numeri coniugati (esplementari) .



Misurazione e addizione di angoli. Formula di De Moivre.

Composizionedi rotazioni
Abbiamo visto che ogni numero unitario u (numero della circonferenza
unitaria, o goniometrica) € associato ad una rotazione, che € esattamente |0
operatore che portaogni zin uz (o0 zu, essendo commutativala
moltiplicazione fra numeri complessi come franumeri reali). Se v e un altro
numero unitario, il prodotto uv , come visto, € anch'esso unitario e
corrisponde allarotazione che porta il generico z in zuv , risultato della
composizione dellarotazione cheporta z in zu con quellacheporta z u
in zuv.

u
X =04 s=1

X' =-0.2 s=1
Z
Z=2+2i

»

-2X-1

Quindi eintuitivo il fatto cheil prodotto u v , in quanto associato allarotazione
compostadi quelle associatea u ea v, abbiacome argomento g + f . Questo
fatto andrebbe dimostrato rigorosamente , ma dipende da una definizione
rigorosa dell'argomento di un numero unitario come misura dell'associato arco di
circonferenza unitaria. La costruzione relativaacio richiede, come dicevamo,
unatrattazione a parte, che puo essere tralasciata se s accetta intuitivamente il
passaggio darotazioni (angoli) a numeri esprimenti le loro misure.




misure angolari
[l numero complesso pitvicinoa 1 fra i numeri unitari u=x+yi con x,y>0 e tali

che u” =i (lacui esistenza, pur intuitiva, andrebbe dimostrata rigorosamente)
corrisponde alla novantesima parte dell'angol o retto antiorario. Chiamiamo tale
rotazione "grado antiorario” e indichiamo con ugy il numero complesso unitario
associato (ossiail su scritto u). In tal modo con le 360 potenze di ug S divide la
circonferenza unitaria partendo da 1 fino aritornare a 1 (ciclotomia, ossia:

suddivisione del cerchio) . Ognuno del punti trovati Ugo” individuaun angolo, e
diremo chelasuamisurain gradi (siadell'angolo, sia dello stesso numero unitario)

e proprio |I'esponente k , per cui all' angolo associato al prodotto (Ugok)(UQOh) =
g " viene attribuitalamisura k + h. Quindi , indicata lafunzione di misurain
gradi con mgrad , si ha mgrad(u v) = mgrad(u) + mgrad(v). Esprimiamo cio
dicendo che mgrad porta prodotti in somme. Tale proprieta e anche detta
logaritmicita , in quanto é tipica delle funzioni logaritmiche.
Lamisurain gradi, definitaper i 360 punti unitari potenze di ug , PUO essere estesa
atutti gli altri punti della circonferenza unitaria, con un procedimento di
infittimento della divisione della circonferenza unitaria, analogo aquello che s
segue per lamisuradi un segmento mediante una unita di misura. La proprieta di
portare prodotti in somme viene conservata. Ai fini di tale estensione si rivela piu
utile ricorrere, invece della divisione in 90 dell'angolo retto, il processo di
suddivisionein 2, 4, 8, 16, 32, 64, ecc. ossialabisezione iterata, in quanto e
disponibile una semplice formula per la bisezione, ossia per esprimere, dato un
numero unitario u tramiteil suo coseno (la x cui ¢ci siamo giapiu volte riferiti), il
coseno del numero u' il cui quadrato e il numero dato (u' corrisponde, come visto,
alladivisonein due parti uguali dell'angolo associato ad u ).
Come tutte le misure, si puo cambiare scala con una proporzionalita diretta,
attribuendo il valore desiderato (purché positivo) ad un fissato elemento. Se si
effettua tale cambiamento sulla misurain gradi mgrad e si definisce lanuova
misura (proporzionale) in modo chevalga p/4 su i (ovvero sull'angolo retto), s
ottiene lamisuradegli angoli tramite archi di circonferenza unitaria. Dal momento
chel'angolo di misura 1, intale misura, € detto radiante, tale misura e detta misura
inradianti (mrad). mrad fornisce il valore dellafunzione arg (argomento di un
numero complesso) cui abbiamo gia accennato.
Abbiamo quindi tre operazioni che svolgono in parallelo le stesse funzioni : la
moltiplicazione su numeri compless unitari (sullacirconferenza unitariao
goniometrica), lacomposizione di rotazioni (sugli angoli), I'addizione sulle misure
(in gradi o radianti o, per mezzo di proporzionalita diretta, in altre unita).
Formuladi De Moivre eradici nel campo complesso

Siano u e v due numeri unitarie g e f ilororispettivi argomenti :

u=cos(q)+isin(q)

v = cos(f )+isin(f)

dal momento che a uv corrisponde I'argomento g + f , possiamo scrivere :

uv =cos(q+f)+isin(q+f)



esiccomeil prodotto di due numeri complessi nonnulli z e w ( di argomenti

rispettivamente q e f ) si pud esprimere tramite i loro normalizzati come |z||w|
z

w . L . . .
ﬁ ﬁ (e tali normalizzati hanno |o stesso argomento dei corrispondenti non
Z| |w

normalizzati), abbiamo :
zw =|z]w|(cos| g+ f |+isin[q+f |)
Questaformulava sotto il nome di formuladi DeMoivre

Un'importante conseguenza e che, per un numero complesso non nullo z avente
argomento g , e per ogni numero naturale, si ha:

2" =|2/"(cos| nqg |+isin[nq])
Da guest'ultima formula discende che unaradice n-smadell'unita (ossiadi 1), é:

cos(z—p) +19n (Z_p)
n n

e quindi sono radici n-sime dell'unita anche i numeri unitari :

cos(Zk p)+ i sin(2k—p)
n n

perogni k=0,..,n-1 (per k da n insusd ritrovano gli stessi numeri unitari)
per k=04d ritrova lostesso 1 ; per k =15 halaradice n-smasu scritta, detta
radice n-sima non reale principale dell'unita.

E, per finire, se z € un numero complesso non nullo di argomento q, le sue
radici n-sime sono date dallaformula:
1 1

ZF:|Z|F CcoS M +isn M
n n
perogni k=0,..,n-1 (per k da n insusd ritrovano gli stessi numeri unitari)

per k=04 ritrova lacosiddettaradice n-smaprincipaedi z.

Pertanto leradici n-simedi z s trovano dallaradice principale moltiplicata per
le radici n-sime dell'unita.




